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CONFERENCE N° III

OPERATEURS INTEGRAUX_DE FOURIER D'ORDRE INFINI

SUR LES ESPACES DE GEVREY

APPLICATIONS AU PROBLEME DE CAUCHY

POUR DES OPERATEURS HYPERBOLIQUES

PAR

L. CATTABRIGA - D. MARI - L. ZANGHIRATI -






Dans cet exposé on donne des régles de calcul et des propriétés
pour des opérateurs intégraux de Fourier avec amplitude d'ordre infini, opé-
rant sur des espaces de fonctions ou d'ultradistributions du type de Gevrey.
A l'aide de ces opérateurs on peut construire une paramétrix avec noyau
ultradistribution pour le probléme de Cauchy pour des opérateurs hyberboli—
ques a charactéristiques de multiplicité constante avec données dans des es-
paces de fonctions ou d'ultradistributions Gevrey et obtenir des résultats
sur la propagation des singularités par rapport aux espacés de Gevrey pour
la solution de ce probléme. Ici on se borne a montrer cela dans un cas parti-
culier. Dans le cas général, les résultats de ce type ont été obtenus par des

méthodes différentes par S. Mizohata [11] et K. Taniguchi [13]. Le calcul
pour les opérateurs pseudo-différentiels d'ordre infini sur les espaces de
Gevrey a été développé par L. Zanghirati [16]. Des applications de ce calcul

au probleme de la propagation des singularités et au probléme de Cauchy ont

été données dans [12] et [5].

1 - SYMBOLES D'ORDRE INFINI ET INTEGRALES OSCILLANTES -

DEFINITION 1.1

. Vv . ©,0 N, .,
Soit X un ouvert de R* et 0 > 1. On dénote par S (X x R') 1l'en-
. o N,
semble de toutes les fonctions a € C (X x R') a valeurs complexes telles
0
que pour tout compact K de X il existe A,B > O tels que pour tout € > O

(1.1) Ilalli'B = sup, sup A_IGI_IBIOL!_1 B!_O|DgDBa(x,€)|
K,e aez+ X€K X

pez, |£]>8|al’

Geleh 1ol expieg] 179, < 4w,



. ®,0 N vV
On denote par S (X x R ;K,A,B,€) le sous-ensemble des

o N A,B ®©,0 N V
a €8 'O(X X R') tel que ||a||§f€ < +®®etpar S ' (X x R ;K,A,B) 1'intersec-
14

14

. N ©,0 N V .
tion par rapport a € > O de toutes les S (X x R ;K,A,B,€), muni de la topo-
logie limite projective pour € * O par rapport aux normes (1.1). On munit

o v
S 'O(X X RN) de la topologie induite par la limite projective pour K + X de

.. . . ©,0 N 7V
la limite inductive pour A,B > + ® des espaces S ' (X x R ;K,A,B).

REMARQUE 1.2

. @© N . .
On peut montrer que si ap € C (X x R') est une suite bornée dans

©,J N oo N . N

S (X x R') et dans C (X x R ) qui converge ponctuellement sur X x R vers
. o N

une fonction a € C (X x R ), alors a, converge vers la méme limite dans

s 9%x x RH,

Pour développer le calcul avec les opérateurs qui nous intéressent
il est nécessaire d'introduire les notions de série formelle de symboles et

.. ‘. 2
d'equivalence entre deux séries formelles( ).

DEFINITION 1.3

’

[e ] N -, N
On dénote par SF U(X X RN) 1l'espace de toutes les séries

N Gy N ’\l
z a.(x,£), ou les a, € S 'O(X x R') sont telles que pour tout compact K
j2o )
de X il existe deux constantes positives A,B telles que pour tout € > O

~la|=1B8]=3.,=1, 410 =0 O
sup sup sup A o] -8l Jar" (BN o|D£D5a.(x,i)
jEL N ]
+ aez+ X€K o
gez’ €25+ "
+ +3 1/0
(g 1 * Fexp(-e]g] V) < 4
(1) - L'ensemble des symboles s* 'Y a été introduit dans [16]. Les symboles

analogues d'ordre fini ont été étudié par F. Treves [14], G. Métivier [10],
P. Bolley-J.Camus-G.Métivier [2] dans le cas 0 = 1 et dans le cas 0 > 1 par
S. Hashimoto-T.Matsuzawa-Y.Morimoto [6] et avec méthodes différentes par

L. Boutet de Monvel-P.Kiée [4], L.R. Volevic [15] et V. Iftimie [7]. Opéra-
teurs pseudo-différentiels analytiques d'ordre infini ont été étudié par

L. Boutet de Monvel [3] et T. Aocki [1].

(2) - voir [16]



DEFINITION 1.4

- ©,0 N . o
Deux series z a. , z b. dans SF (X x R') sont dites equiva-
20 7 320 N
lentes (Z a, v Z b.) si pour tout compact K de X il existe deux constan-
:s, j :
Jz0 Jzo0
tes positives A et B telles que pour tout € > O

- - - - -0 .
sup sup sup A o] -8l Sa! 1(B:s:) |DaDB(Z [a.(x,E)-
S€x, N a £x j<s ]
+ a€z+ X€K G
+ +
b 6,80 |+ ]E D 14 Pep e ] 79

Comme dans [16] on montre le
THEOREME 1.5

Pour tout ) a, € sF 'O(X x RY) il existe a € s'%(x x RY) tel

, jzo
que a v Z a..
jzo ]

. . o),A
Si  est un ouvert de Rn, on denote par G( Ve (K), A > 0, K compact

[e2]
de 2, 1'espace de Banach de toutes les fonctions ¢ € C (f2) telle que

_ -la| ,-0) @
||cp||K’A = sup sup A ol |DX@(X)| < + ®

n x€K
aEL+
et on définit
'k = 1in ¢k, ¢'Y@) = 1in ¢ (k)
_— «—
A>+o oy
69 = 1im 1im 6¢'9"P(x) n k).
o _ — o]
K>Q) A>+oo
(o) (o) P \ . .
G () et GO (2) dénoteront les espaces d'ultratributions duaux des
espaces G(O)(Q) et Gég)(Q) respectivement.

. ) N . . N .
Soit ¢ € C (X x R") une fonction réelle, homogéne de degré un par

1,0

N . . N N
rapport a £ si |£| > B¢ > 0 et soit ¢ € S (X x R') c'est a dire tel que

\
pour tout compact K € X il existe des constantes C > 0 telles que

" o

pour tout a € LT , B € zﬁ

< +©



(1.2) |Dgni¢(x,g)| < cy A$“|+|B| al B:O(1+|g|)1"“|

. Y N
si x €K, £ € R. On suppose en plus que

(1.3) VX'€¢(X,£) # 0 pour (x,§) € X x {|g] > B¢}.

On appellera une telle fonction ¢ une fonction de phase.

La condition (1.3) permet de définir 1'opérateur

) )

(1.4) L = a. o + b 2 + c

=1 3 & g X

Bk ) )
oua, =il|g|"@, ¢ , b =idd ¢ , c = 3, a. + 3 b
J gj n *n j=1 gj ] n=1 Xn n

N \Y

(1.5) a=1[lgl?) (3, 02+ ) (. ¢!
: : X,
=1 73 n=1 "j

et ses itérés Lk = léké(x,E)DBDg.
al+|Blsk 7' X

v
On prouve que pour tout compact K de X il existe deux constantes

positives L, et A, telles que

¢ ¢

oYede o el < o ast YIS ool pgp ey sy o g - lalevD

si x €K, |g] > By-

Pour donner un sens a l'intégrale oscillante

I,(au) = 0s - JJei¢(X'g)a(x,£)u(x)dXd€ , dE = (2H)—§d€ '

¢
©,0 N (o) N .
pour a € S (X x R) et u € GO (X), on considere une suite de fonctions
e (V) tell
9; o elles que
9;8) = 1si fg| <2, 9;(8) =osi |gf >3,

|a]

|Dagj(€)| < (e si la| < 3



et on définit la partition de l'unité(3).

_ _ NN o
(1.6) WO(E) = 91(€/R) ’ Wj(g) = gj+1(€/R(j+1) ) gj(E/Rj )
ou R est une constante positive qu'on choisira ci-dessous.

(o)
o

. °°,0 N s .
Si a €S8 (X Xx R') etu€6aG (X) on définit alors

(1.7) I¢(au) = Os - eri¢(x,£) a(x,£) u(x) dx af =

=) JJel¢(x'€) a(x,8) ¥.(£) u(x) dx d§ = ) I, (au)
j2o ] izo I

apres avoir choisi R de fagon que la série
Vo law| =) |JJel¢(x'g)LJ(a(x,£)W.(E)u(x))dxd£|
j0 3o J

soit convergente. D'aprés cette définition on prouve la

PROPOSITION 1.6

(o),A
. u ©,0 N V .
Siu € Go (K), a €8s (X x R ;K,Aa,Ba) et ¢ est une fonction

p N
de phase, alors il existe €, C > O dépendantes seulement de K,Aa,Ba,Au,¢

telles que

A_,
|1y | < cllal[ 2 *l]all,
K,€ K,Au

' . . . . 1,0 N
En plus, si ¢v est une suite de fonctions de phase bornée dans S ' (X x R ),
N . N .
convergente a la fonction de phase ¢ sur X x R et telle que les fonctions
PP . . . v
d définies par (1.5) sont uniformément bornees sur K x {l El > B, } avec

¢

B indépendant de v, alors I, (au) > I, (au).

o, o

On prouve aussi la

PROPOSITION 1.7

(o),A
v
Y (K

. w N
siue€q (K), aes'%x xR iK,A_,B_,€) et ¥ 0(x,§) # O

(3) voir [14], [10], [2], [e].



"\
pour (x,£) € Kx {|g]| > B¢} , alors il existe ¢ > O dépendant seulement de
N
Aa,Au,¢ tel que pour § € R
B

. A
IJel¢(X'g)a(x,E)u(x)dxl < ||allma a|lul|x eXP((E‘C)IE‘1/G)'
K,€ KrAu

Une remarque analogue a celle de la proposition 1.1 est aussi va-
. . -1 . . p
lable, si les fonctions va¢vl sont uniformement bornees sur

K x {g] » B¢}.

CL . . ®©, 0 NV
En utilisant cette proposition on voit que si a € S ' (X x R ;K,Aa,Ba)

on peut choisir € € ]o,c[ et donc qu'on a

I¢(au) = Jdg Jei¢(x'£) a(x,§) u(x)dx.

Si V£¢(X,E) # O pour |E| > B¢ on peut définir d'une fagon analogue

~

a (1.7) l'intégrale oscillante

I¢(a)(x) = 0s - Jei¢(x,£) a(x,£)dg , a € Sw'o(X X RN) , X €X

et prouver la

PROPOSITION 1.8

si X, ={xex; V€¢(x,£) #0, |&] > B} , alors pour tout com-

¢ ¢
v °°,O N Y . . z
pact K de X, et tout a € § (X x R ;K,Aa,Ba), il existe €, C > O dependan-

¢

N N
tes seulement de K,Aa,Ba,¢ telles que pour tout x € K
Aa Ba
1, (a)(x)] < c|lal|2’
¢ N
K,€

(o) - ®©,0 N
o (X¢) et a €5 (X x R') on a

On en déduit que si u € G

I¢(au) = J I¢(a)(x)u(x)dx.



2 - OPERATEURS INTEGRAUX DE FOURIER D'ORDRE INFINI

. . ©,0 .
Soit maintenant X = Q x , Q ouvert de R', a €S '°(X x RV) et soit
1,0 N . R
¢ €S (X x R') une fonction de phase par rapport a (y,§) pour tout x €

et donc telle que

Vy E;(p(x,y,«E) # 0 pour (x,v,£) € Q x Q x {|€| > B@}.

Pour u € GéO)(Q) on définit

3

(2.1) (Au) (x) = 0Os - JJel¢(x'y'£)a(x,y,g)u(y)dy a& , x € Q

En s'appuyant sur la proposition 1.7 on prouve que si Vy¢(xry,€) # 0

pour (x,y,E) € Q x K x {lg| » B@} on a

(Au) (x) = Jdg Jei@(x'y'g)a(x,y,E)u(y)dy , X € 9(4)

A l'aide de la proposiiton 1.6 et de la remarque 1.2 on prouve aussi

la

PROPOSITION 2.1

. © N 1 N .
siaes 90 xqxRY et @ €5 90 x QxR ) est une fonction

de phase par rapport a (y,£), alors (2.1) définit une application lindaire

(o)

@ ac'% .
(o]

et continue de G

De méme, si @ est aussi une fonction de phase par rapport a (x,£),

la transposée A dans a donnée par

(tAv)(y) = 0Os - JJeiw(x’y'g)a(x,y,E)V(X)dng , vV € GLU)(Q)

(o)

(0)(9) aG (). On en dé-

définit une application lindaire et continue de G,

duit que

(4) Le cas ¢(x,y,E) = <x-y,E> est étudié dans [16].



THEOREME 2.2

0

. S N 1,0 N
Sia€s "(RxQxR)etp€e€sS ""(RxQxR) est une fonction de

phase par rapport a (y,f) et a (x,£), alors 1'application u + Au de Géﬁ)(g)
a G(O)(Q) définit par

<Au,v> = Os - JJJel@(X'y'g)a(x,y,E)v(x)u(y)dxdydE ,
u € Géo)(Q), v € GéO)(Q) se prolonge en une application lindaire et continue

] ]
de G(U) () a Géo) () dont le noyau est donné par 1'ultradistribution
(o) f

Ky € G ( x Q) définit par
(2.2) K, (w) = 0s - J}Jel¢(x'y'€)a(x,y,g)w(x,y)dxdydg , W E Géo)(ﬂ x Q).
Si
(2.3) R(p = {(x,y) €Q x 0 ; VE¢(x,y,£) # O pour ]EI > B¢}

des arguments analogues a ceux qui prouvent la proposition 2.1 quand on con-

sidére x et y comme paramétres, montrent que 1'intégrale oscillante

I¢(a)(x,y) = Os - Jel(p(X'y'g)a(leIg)dg ’ (le) € R(p ’

définit une fonction de G(O)(R¢) égale a la restriction de Ky a Rw.
. . . _ (o) (o)
Si en particulier R(p = Q x R, alors KA €G (R x ) et AU € G ()
(o)
pour tout u € G ().

On est conduit ainsi au

THEOREME 2.3

Si ¢ satisfait aux hypotheéses du théoréme 2.2, alors pour chaque

u € G(o)'(Q) et a € Sw'O(Q x § x RN)

0 - sing supp Au C C¢ 0 0 - sing supp u =

={xeQ;3yeo - sing supp u,(x,y) € Cw} ’



ou C(p =C R¢' Rcp est défini par (2.3) et O0-sing supp Au dénote le plus petit

fermé de Q en dehors duquel Au € G(G).

Le calcul avec les opérateurs du type (2.1) sera obtenu aux opéra-

teurs pres qu'on appelle O0-régularisant d'aprés la

DEFINITION 2.4

(o)
o

On dit qu'un opérateur lindaire et continu de G G(O)

() a () est

O-régularisant si, il se prolonge en un opérateur linéaire et continu de

G(O) () a G(O)(Q). On prouve que

PROPOSITION 2.5

oo,g

14

Sipe s'9@ x ’R") et p v O dans SF (Q x R"), alors 1'opérateur

(2.1) avec a(x,y,&) = p(x,£) est o-régularisant.

Dans la suite nous serons intéressé au cas ou n = N et Q(x,y,§) =

d(x,8) - <y,E> ou ¢ appartient a 1l'ensemble SD défini par la

DEFINITION 2.6(5)

1,

o
On dénote par gﬁ l'ensemble de toutes les fonctions ¢ € g (2 x Rn)

a valeurs réelles, homogénes de degré un par rapport a & si |El est suffisam-

ment grand et tel que pour tout compact K de §

% Sup N {|DgDE[¢(x,€)~<x,£>]|/(1+|€|)1—la|{ < Ty
a+B|€2 (x,E)ERxR

pour une constante T, € [o,1[.

. °
On voit immediatement que tous les ¢ = ¢(x,E) - <y,E> avec ¢ C J

satisfont aux hypothéses des théoremes 2.2 et 2.3.

(5) Voir Kumano-go [9].



Entre les régles de composition d'opérateurs du type (2.1) donnons

ici la suivante.

THEOREME 2.7

Soient P1, P2 opérateurs du type (2.1) avec ¢(x-y,&) donné par

@
<x-y,&> et ¢(x,§) - <y,&> , ¢ € d°, respectivement et soit a(x,y,§) = pi(x, ),

(o]
P; €S 'O(Q X Rn), i = 1,2. On suppose que l'opérateur P, soit propre(6) et

1

que pour tout compact K € { il existe deux constantes positives A., B, telles

1 1

que pour tout € > O

Sup Sup A;|a+8|a!_181_0|DaDBP (x,g)l(1+l€l)|a|exp(-€|€|1/o) < 400,
a,Ber” xek Ex
+
€l>B,
Alors P1 P2 =Q + R

ou R est un opérateur o-régularisant et Q est défini par

(2.4) (Qu)(x) = Os - JJel¢<x'g"<Y'5> a(x,E)uly)dydE
ou q(x,&) '\,z q.(x,&) ,
j30 I
-1 _Qar,0
avec qj(x,E) = %a‘=j o! Dy[agP1(x,%x¢(x,y,€)) Pz(y.g)]y=x
1
Ici v d(x,y,&) = J V. o (y+0(x-y),E)ab.
X g X
Siu € G(0)|(Q) et U est un ouvert convexe relativement compact

de Q tel que supp u € U, il existe ug € CO(G) et un opérateur ultradifféren-

(7)
u

tiable P(D) tel que P(D)uO = . En utilisant cette propriété ainsi que

1l'opérateur (1.4) avec ¢(k,€) - <y,&> - <x,0> au lieu de ¢(x,g) et la par-

(

tition de 1'unité (1.6), on prouve pour le front d'onde WF o)(l-\u) de Au par
p

(o)

rapport a l'espace G » le méme résultat que dans le cas des opérateurs

d'ordre fini (8), c'est a dire le

(6) C'est a dire tel que si KP est sont noyau, supp KP N(KxQ) et supp KP N(2xK)

sont compactes dans Qx? quelque soit le compact K de Q. !

(7) Voir H. Komatsu [8].
(8) Voir K. Taniguchi [13].



THEOREME 2.8

Si A est l'opérateur défini par (2.1) ou ¢ = ¢(x,§) - <y,E>, ¢ € ﬁD

(o)

alors pour tout u € G ()

wr'%) (au) {x,0¥, (x,8)) 5 (Vp0(x,E),8) € w0l

pour |£| grand, p > O}.

. ®©,0 .
On dénotera par OPS ' () l'ensemble des opérateurs du type (2.1)

©,0

tels que @(x,y,E) = <x-y,£> et a(x,y,§) = a(x,§) € 8 (2 x R"), c'est a

dire le cas des opérateurs pseudo-différentiels.

3 - CONSTRUCTION D'UNE PARAMETRIX POUR LE PROBLEME DE CAUCHY

En s'appuyant sur les résultats des numéros précédents nous allons
représenter sous la forme d'un opérateur du type (2.1) une paramétrix pour
le probléme de Cauchy

P(t,x,D ,D Julx,t) = f(x,t) (x,t) € Q x Jo,T[

(3.1)
Dtu(o,x) = gj(x) x€Q, k=0,...,m-1,

pour 1'opérateur hyperbolique d'ordre m
m n=1 j
P(t,x,D_,D ) = D_ + %=o a,(t,x,D )D]

ou aj(t,x,Dx) sont des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre p(m-j),

p € 10,1[, sur l'ouvert Q de R'. On suppose que pour 0 € ]1,1/p[ donné les
fonctions t > aj(t,x,g), ainsi que toutes les dérivées par rapport a t, sont
Sp(m—j),o

bornées dans (Q x Rn) pour t € [0,T], c'est a dire que pour tout

h € Z et tout compact K de 2 il existe des constantes A,B > O telles que



- 12 -

Sup Sup n Sup s Sup A-|a+3|a:-18:—0(1+|€|)—p(m—j)+[al
telo,r] a,Bez, |£]38]al” xek
telo, 1]

h a B
< +
IDthDxaj(t,x,E)| ®
On suppose en plus que les opérateurs ay sont propres et que

(o)

G(O)'(Q)) ' gj € G (), 3 =0,...,m-1.

£ ec(lor];

[e o]
Pour chaque s,t,0 £ s < t £ T, on cherche E(t,s) € 0PS 'O(Q) tel

que

i) Pour chaque s € [0,T[ la fonction t = e(t,s;x,8), t € [s,1], a

oo,o

n . . L .
valeurs dans S ( x R') soit bornée ainsi que toutes ses dérivées par rap-

port a t jusqu'a l'ordre m et

ii)
P(t,x,D_,D )E(t,s) = R(t,s), t € [s,T]
(3.2) Di E(s,s) = O j =0,...,m2
-1 .
D: E(s,s) = i I

ol R(t,s) est un opérateur O-régularisant pour chaque s,t et I est 1'opéra-
teur identité. Si au lieu de e(t,s;x,&) on cherche une série formelle

Z e (t,s;x,&) équivalent d'aprés la définition 1.4 3 e(t,s;x,§) pour cha-
h2o

que s,t, alors, comme conséquence du théoreme 2.7, P(t,x,Dt,DX)E est égal

©,g

a un opérateur O-régularisant prés, a un opérateur Q(t,s) € OPS () tel que

alt,s,x,§) v ) ay (t,5:%,E)
h>o

ou qn(t,s;x,E) = Dz en(t,s;x,g)

3

ten(t,s;x,E).

UL -1,0 a
+) a! Bga.(t,x,E)DxD
j=o [a|+K=n ]
Pour la proposition 2.5, la premiére équation (3.2) sera alors sa-
tisfaite si on choisit en(t,s;x,g) de fagon que qn(t,s;x,i) = Opour n = 0,1,..

Les fonctions e doivent étre alors solutions des problémes



(’ m-1

0 , .
Dp + ) a.(t,x,E)D)) e (t,s:%,8) = 0 SStsT
: J t (o]
J=o
3 . - . -
1 Dt eo(s,s,x,E) 0 j=0,...,m-2
Dm_1 e (s,s;%x,8) =i
& £ o 1SiX, = 1
m m-1 :
t + ; =
e D Z_ aj(t,x,E)Dt) e (t,six,&)
J=o0o
Tin -1, 0]
=-7 al aga.(t,x,g)oxnge _g(trsix,E)
j=o =1 a|=l J n
pJ e (s,s3;x,E) =0 j = o0, ,m-1

On prouve par induction que les fonctions e solutions de ces pro-

~ . . ~ - . w
blemes donnent lieu effectivement & une série Z e dans SF 'O(Q X Rn) et
no _
d'aprés le théoréme 1.5 qu'il existe e(t,s;x,§) "V Z en(t,s;x,E) tel que
nzo

[e o]
E(t,s) € OPS 'O(Q) et satisfait aux conditions i) et ii) ci-dessus.

©,g

D'autre part si H(t,s) € OPS () satisfait a i) et ii) quand P

. .t . .
est remplace par son transpose P, alors pour chaque s,t il existe Q(t,s) C
ops™'%(Q) tel que tH(t,s) - Q(t,s) est un opérateur O-régularisant ainsi que

(9)

toutes ses dérivées a t jusqu'a 1'ordre m On en déduit le

THEOREME 3.1

. . ©, g
Pour chaque s,t,0 & s < t £ T, il existe Q(t,s) € OPS ' (f) tel

(o)

que si u € Cm([O,T] ; G (R)) et Diu(o,x) =0, j=0,...,m1, alors pour

chaque ¢ € Géo)(ﬂ)

t
<u(t,.),p> = J <Q(t,s)P(t,X.Dt,Dx)u(s,.).m >ds +
(o]

t
+ J <R(t,s)u(s,.),p> ds t € [o,T] ,
o

(9) voir [16].



ou R(t,s) est un opérateur O-régularisant pour chaque s,t.

m-1 . .
Une application du théoréme 2.8 a v(t,x) = u(t,x) - 2 tjDJu(o,x)
J

donne alors le

COROLLAIRE 3.2

(o)

. m ! . . cL .o .
siuec ([o,T] ;G (2)) et P satisfait aux conditions indiquees

au début de ce numéro, alors pour chaque t € [0,T]

m-1
wr' e, < v we' D (pucs,.) u (U we'®)

(Diu(o,-)))-
ossst j=o



[2]

(3]

[4]

(5]

Le]

(7]

(8]

(9]
[10]

[11]
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[14]
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