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CONFERENCE N° VIII

OPERATEURS DE TEMPS-RETARD DANS LA THEORIE
DE LA DIFFUSION

par WANG Xue Ping
1. NOTIONS DE TEMPS-RETARD

Considérons 1l'opérateur de Schrodinger H = H, + V(x)
ou Hy= -%4, dans La(Rn). Supposons d'abord que Vsoit une fonc-
tion réelle C*® satisfaisant:

—1-E-1 £50, Ven"

of

(1.1) 3,V (x)] € ¢, (14x))
Posons U(t) = exp(-itH), Q$t) = exp(-itH,). Alors les opérateurs
d'ondes fltdéfinis par:

£, =s-1im U(t)*U,(t) dans L®(R™)
teb oo

existent et sont compléts. Soient ryo et Pr le projecteur dans

2 n z . . A . by .
L°(R™) défini par p.f =er, ou xr est la fonction caractéris-
tique de la boule Br = {lxlgr}. La probabilité de trouver 1'
état de diffusion f(t) =U(t)fLf dans 1l'espace PTLf au moment
t est égale a <P, f(t), f(t)> ="Prf(t)“2. Le temps moyen total

+00
passé par f(t) dans P,.Lz est J HPrf(t)szt, qui peut étr fini
- 00
ou infini. Cette quantité, notée Tr(f), est la durée de séjour
de f(t) dans PrL’. D'une maniére analogue , la durée de séjour
T;(f) de U(t)f avec la méme donnée entrante f est définie par
+00

° 2 . .. R P
TO(£) =L|]pruo(t)fl| dt. Si T,(f) est fini , la différence Z(f)
=Tr(f) - T:(f) représente le retard dans Prprrovenant de l'inter-
action du potentiel. Quand r tend vers +e, Tr(f) et T;(f) sont
tous divebgents. Mais comme f(t) se comporte comme Ug(t)f quand
t tend vers -w , on espére que leur différence «(f) ait une limite

finie lorsque r tend vers +e0, au moins pour un ensemble dense de

LZ(R"). Cette limite est le temps-retard pour f. L'opérateur de



temps-retard d'Eisenbud-Wigner T est défini par:
(1.2) Kf,Tfy = 1lim q(f)
¥—y+00
Dans (4), Jensen a montré que T est un opérateur essentiellement
A
dans L avec un core .B:{fef(R"), t.q. supp?c R™\0 }, ou f est
la transformée de Fourier de f. Dans [(11), la continuité de T

dans Lz(R") avec nz4 est étudiée. Pour d'autres problémes con-

cernant ce sujet, on renvoie a Martin (6].

Pour motiver notre travail, il est utile de rappeler
la notion de temps-retard dans la diffusion classique. Considé-
rons la solution du systéme hamiltonien:

(1.7) x(t)

E(t) x(0) = X,
(1.3) E(t) = - V(x(t)) to) = E,

Supposons que ITB]X(t)\: +wet |xJ<r. Désignons par t (t+) les
{t]9e0 -

moments auxquels 1la trajectoire x(t) entre (quitte) la boule
Br' La durée de séjour de la trajectoire x(t) dans Br est donnée
par T = -t_ + t . Posons x_ = x(t_), §=§(t_). La durée de
séjour dans Br de la trajectoire libre passant par (x_, §_) est
notée par T:. Pour le potentiel satisfaisant & (1.1), on peut
montrer que lorsque r tend vers +e, la limite de la différence
T,- Ty , notée t(x,,go), existe et est égale a:

(1.4)  wlx,,§) = Lim /RFE-00EC-0) - R(£)1EC(E))

ol ?(t) = x(t) - tE(t) et §_= &imnﬁ(t). t(x,,g.) représente

le temps-retard de la trajectoire (x(t), §(t)) dans R™.

Vu ces notions différentes de temps-retard dans la
théorie de la diffusion, on peut se demander quelle la liasons

entre le temps-retard classique et l'opérateur de temps-retard

2



quantique T. L'objet de ce travail est d'étudier cette liason

d'un point de vue semi-classique.

2. APPROXIMATION SEMI-CLASSIQUE

Pour r, séR, P,Jﬂb,l], on introduit une classe de

symbole T§:§: aeT§]§ ssi a est C®sur RV et satisfait aux es-
timations:
ot
| tetl
2320l € e e PP
) s,r S . . s.r
Posons: TQ = (\ T . Tp est indépendant de § . Pour a & ,

Lo . W, % %
on peut définir un opérateur a (h™x,h™D) par:

(2.1) (@ x,n®D)u) () = [t VI a(nxiy) 2, n¥g uly) dyds
ou h»o est un petit paramétre et ue :F . Pour p,d<1, (2.1) dé-
finit un opérateur continu de :f dans j’ et pour ,0= 1,ds1,
(2.1) définit un opérateur continu de JF dans S .

h h

,
Dans la suite on note: H = H, + V(héx), ou HD = -ha/2,

h

et U'(t) = exp(—iﬁdtHh), Ub(t) = exp(-inhlt Hﬁ). On note par T(h)
l'opérateur de temps-retard d'Eisenbud-Wigner dépendant de h et
par ?(h) 1'opérateur de temps-retard défini par Narnhofer ( 11 )
par:
hl\-
(2.2) <f, H'T(h)gy = 1lim ¢f,A (t,h)g> - lim<f,A(t,h)g>
t-m t >0

ot A(t,h) = U'tt)’U,',‘(t)A(h)U,’,‘(t)'U"(t) et A(h) = h(xV +V-x)/2i.
On peut montrer que %Yh) est bien défini pour f,g tels qu'il
existe Xec?(R) tel que X(Hh)f = f, XKHh)g = g. On suppose que
V est C5 sur R%et satisfait & la condition suivante:

il existe un intervalle Jc¢R, tel que pour tout inter-

valle compact I<J et pour tout Rro, il existe Q?o
(A) tel que |x(t;y;q)|>R pour [tI>t,et (y,9) t.q.

xmi® V(y) €I avec [y|<R, ou (x(t;y,n), E(tsy,n))

est la solution de (1.3) avec données initiales

S



(v, 9).

Notre premier résultat concerne l'opérateur de temps-re-
tard de Narnhofer %(h), qui dit que dans 1l'intervalle non-trap-
ping J, T(h) est un opérateur pseudo-différentiel h-admissible
de classe Tt (voir Helffer-Robert (3})). L'énoncé plus précise
est le suivant:

THEOREME 1 Soient X et X, fonctions Ce sur R,avec support
compacts dans J, Xlz 1 sur suppX . Alors "IY(h) admet un déve-
loppement semi-classique en termes d'opérateurs pseudo-diffé-
rentiels:
(2.3) T(h) ~ S ndp.(n%x,n%D)

To T3
ou les p‘j sont des symboles de classe Tl,dependant de %1 (2.3)

est valide au sens que pour tout M>» % et pour tout Nyo, on a:

l(A(n)Z41) Hof (P ){T(m thp (h%x, n?n)}x Hh) (a(n)? 1)l

L)
< CNh

En particulier, p, =2r)&(|5|72 + V(x)),0olu € est la fonction de

temps-retard classique.

Soient I€¢J un intervalle compact et E(h,I) (Eéh,I))

le projecteur spectral de Hh (H?) sur l'intervalle I. On pose:

T(h,1) = E(h,I)T(h) , T(h,I) = E(h,I)T(h). Pour (x.,E.)eRzn,

;
on définit un opérateur wh(x.,;.) par: wh(x,,E.) = eXP(ih_é(xg»xﬂag

Utilisant le théoréme 1, on peut montrer 1le résultat suivant:

THEOREME 2 %Yh,l) est un opérateur borné dans LZ(R")satisfaisant:

2. T(n,
(2.4)  sup NIT(h I)lluu)(m

De plus, on a:



R 2
(2.5) w-lim W, (x, ., )T(h, D)W, (x,, E) = 2%(x,,§5) ¥ (IE1/2+V(x)),
dans Lz(Rn), ou XI est la fonction caractéristique de 1l'inter-

valle I .

Pour 1l'opérateur de temps-retard d'Eisenbud-Wigner
T(h), la situation devient plus compliquée et on a seulement

le résultat suivant:

THEOREME 3 T(h,I) est un opérateur borné dans LZ(R") et satis-
fait aussi l'estimation du type (2.4). De plus, on a:

. ¢ cl | 2
(2.6) w-lim W (x,, £ )T(h,I)W (x,, §,) =T (x,, )X (IEI72)

1 ,

oﬁlfi" est 1l'opérateur d'onde classique entrant défini sur
n__n
R“xR!I{o} par:

1 . -t 4t

in (x,§) = 11n1¢ ° ¢D(x,§)

t t t -0
¢ et ? étant le flot hamiltonien libre et perturbé respective-

]

ment.

Lesthéorémes 2 et 3 montrent la différence entre 1'
opérateur de temps-retard Ekh) et l'opérateur de temps-retard
d'Eisenbud-Wigner: 1'opérateur ?(h) peut etre considéré comme
la quantification directe de deux fois la fonction de temps-
retard classique, tandi que 1l'opérateur T(h) peut étre consi-
déré comme la quantification de la fonction de temps-retard

appliquée aux données entrantes.

3 DEMONSTRATIONS DES RESULTATS

Les théorémes 1,2 et 3 sont conséquence directe des



résultats prouvés dans [12) . Ici on donne seulement une esquisse

de la démonstration basée sur les résultats obtenus dans (12].

Pour montrer le théoréme 1, on remarque d'abord que si 1'on pose

12(3) =‘xl(s)/s, alors pour chaque t fixé ona:

(3.1) Xz(Hh)A(t,h) ~ 52i-'o hJ pj(hyzx,hyzD;t)

dans i(tf;:f) (voir [10)). D'aprés la condition (A), on peut mon-

trer comme dans [12) que l'on a, pour M»%,
\|(A(h)2+1)'”'x(Hh){xz(Hh)A(t,h)- hjpj(hyzx,hyzD;t)}.

XHED (A ¢ ottt

pour tout NéN, uniformément par rapport & téR. Par la méthode

de la démonstration du lemme 4.5 de (12), on peut montrer que
les limites pj,i(x,;) = lim p,(x,§;t) existent dans c®(R?D) et
Pj 4 est dans la classe Ti. Le théoréme 1 résulte alors de (2.2)
Pour prouver le théoréme 2, wutilisant le théoréme 5.1 et argu-
ment de densité, on voit qu'il suffit de démontrer (2.4). Par

le lemme 2.4 de [12) et la méthode de démonstration dulemme 3.3
de (113 , on peut montrer que pour X€C3XJ), [A(h),!}éh))XHg)]

se prolonge en opérateur borné dans L2 et on a:

h
sup ||{A(h), 8 (n)X(HD)]] < 4o
o< h&1 < AL () X(H, |a(.(L.")

(2.4) en résulte. Le théoréme 3 se déduit du théoréme 6.3 de 12

d'une maniére similiére et on omet les détails.

4. QUELQUES COMMENTAIRES

On remarque d'abord que dans ce travail le potentiel
V est supposé asupport compact. Pour potentiels & courte portée,
les préparations faites dans (12] suffisent déja pour montrer

(2.5) et (2.6). Dans le cas de potentiels & courte portée, ce



type de résultats n'est pas surprenant, car derrier toutes les
définitions de temps-retard il y a une considération physique.
Mais dans le cas de potentiels a longue portée, le probléme
devient plus intéressant. Dans ce cas, la défition de 1l'opéra-
teur de temps-retard présentée dans §1 n'est plus valide et

en fait pour établir une théorie de diffusion on doit considé-
ré une évolution libre modifiée de la forme E}t) = exp(-it(H+
+f(H&t)). Avec un choix convenable on peut montrer que les opé-
rateurs d'ondeji'= s-1im U(tfﬁzt) existent et sont complets.
Alors on peut définir un opérateur T par:

(4.1) <f,2H Tgy = 1im ¢f £,A(t)Mgr- 1imdlf,A(t)Rg?
t4-o ~ = tra0 -

dés que les limites existent, ici on a posé: A(t) = U(tyﬁlt)AﬁthU(t),

A = A(1). Il n'est pas clair que cette définition donne encore
une interprétation de temps-retard (voir Martin (7]). Comme 1le
choix de 1'évolution libre n'est pas unique, il sera intéres-
sant de voir s'il existe un choix convenable de ﬁ}t) tel que

les résultats du type (2.5), (2.6) soient encore vrais, au moins
pour des potentiels décroissant comme (1+|xﬁ)'5(1+|xg )'I a l'

infini, ol x = (xﬂxn) et o<&sl, 8>1.

Une autre question intéressante est d'étudier la con-
tinuité de 1l'opérateur d'Eisenbud-Wigner T dans La(Rn). Dans
11 on a montré que si n = 3, généralement T ne peut &tre un
opérateur borné dans L2(R3) et si ny» 4, la situation est entiére-

ment différente. En fait on peut prouver que T est un opérateur
borné dans LQ(Rn), n34, en supposant que V décroit comme (1+lx|fp
P>4 et que o n'est pas la valeur propre ni la résonnance de 1'
opératetr Hsin=4¢et o n'est pas la valeur propre de H si

n=5. Mais qu'est-ce qu'on peut dire sur la continuité de T si

on suppose n2 4 et 1<ﬁ§4 ? Dans la théorie de la diffusion

T



de Lax-Phillips, il y a aussi des probléme concernant le temps-

retard et la durée de séjour (voir (2] et (5)). Mais la ques-

tion géométrique dedans serait plus intéressante.

(i3

2)

(3}

(4)

(5)

(e)

(7)

(8)
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